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Resumo

Nesse trabalho realizou-se um estudo sobre Otimizag¢ao Intervalar, assumindo que o valor da
Funcdo Objetivo é um intervalo. Para tal, seguiu-se um desenvolvimento tedrico para munir
0 espaco intervalar com uma estrutura de espago vetorial parcialmente ordenado. Alguns
Teoremas e Corolérios, considerados essenciais & compreensdo dos principais resultados,
foram abordados. Condigoes para a existéncia de solugdo de um problema de otimizacao
intervalar sao apresentadas através de um problema auxiliar multiobjetivo, onde a funcao de
valor intervalar é definida sob a forma paramétrica. Ao final do trabalho apresenta-se uma
caracterizagdo para direcao de descida cuja fungao objetivo possui coeficientes intervalares,
sendo o problema de otimizacao irrestrito e, além disso, apresenta-se também um algoritmo

genérico baseado em busca direcional para esse problema.

Palavras-chaves: Otimizagao Intervalar, Direcao de Descida, Funcao Intervalar Paramétrica,

Célculo Intervalar.
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Abstract

In this work a study on Interval Optimization was carried out, assuming that the value of
the Objective Function is an interval. For this, a theoretical development is followed to
provide spatial space with a partially ordered vector space structure. Some Theorems and
Corollary, are essential for the understanding of the main results, were addressed. For a
solution solution of an interval optimization problem are presented through a multiobjective
auxiliary problem, where a variable value function is defined in a parametric form. At the
end of the work we present a characterization for the direction of the descent of an object
with interval coefficients, being the problem of optimization unrestricted and, in addition, a

generic algorithm based on directional search for this problem is also presented.

Keywords: Interval Optimization, Descent Direction, Parametric Interval Function, Interval

Calculus.
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Introducao

Os primeiros resultados importantes sobre a Andlise Intervalar comecaram a
surgir em meados do século X X. Um dos precursores do desenvolvimento dessa teoria
foi Moore com a publica¢do de um livro sobre anélise intervalar em 1966 [5]. Uma
das necessidades desse estudo se dava ao fato da limitagdo dos computadores nao
conseguirem representar nimeros irracionais. No entanto, a aritmética desenvolvida

para o ambiente intervalar limitava bastante as operagoes algébricas.

Em 2014, Costa [2] apresentou um método para dotar o espago intervalar
generalizado n dimensional com uma estrutura de espago vetorial com o auxilio de
uma bijecdo com o espaco euclidiano R?”. Uma aplicacio mais recente da andlise
intervalar estd na resolucao de problemas de otimizagao em que alguns coeficientes
(sejam da fungao objetivo ou das restrigoes) resultam de valores arredondados e/ou de
informacdes incompletas. E muito natural usar a analise intervalar para trabalhar com

este tipo de problema.

Ao longo dos anos, a funcao de valor intervalar F' com dominio em D C R"” era
pensada na forma F(z) = [f(z), f(z)] ([2], [F]), onde f(z) < f(z) para todo z € D.
Todas as propriedades da F' eram obtidas a partir do estudo de f e f. No entanto, no
desenvolvimento do calculo intervalar alguns resultados relacionados as derivadas de F

ndo eram totalmente explicados analisando somente as derivadas de f e f.

Para contornar tal situagdo, em 2012 Panda [I] propoe que a funcao de valor
intervalar seja definida na forma paramétrica e assim suas propriedades sejam estudadas.
A vantagem de se considerar na forma paramétrica acontece quando se analisa a

positividade da matriz da Hessiana.

E possivel definir relacdes de ordem parciais através de bijecoes ja conhecidas
e com isso é definido um Problema de Otimizacao Intervalar (IOP). O problema de
otimizacgao intervalar pode ser convertido para um problema de otimizacao geral na

forma paramétrica e com isso é possivel determinar a existéncia de solugao para o IOP.

A convexidade desempenha um papel importante para provar a existéncia de
solugao de um problema de otimizacao classico. Dai a necessidade de estudar o caso
convexo do problema de otimizacao intervalar. Como o conjunto de intervalos nao é

totalmente ordenado, a convexidade tem que ser estudada com respeito a uma ordem



parcial.

Em particular, é estudado também o problema de otimizacao quadratica inter-
valar. Ao final do trabalho, apresenta-se uma caracterizagao para direcao de descida
para o problema de otimizacao intervalar irrestrito e uma ideia para algoritmo baseado

em busca direcional.

Apesar de Costa [3] ¢ Panda [I] desenvolverem um estudo sobre otimizagao
considerando em que a funcao objetivo assume valor intervalar, os resultados obtidos
sao diferentes devido ao fato dos autores abordarem as fungoes intervalares de maneiras
distintas. Nesse trabalho, foi feito um detalhamento substancial sobre o trabalho de
Panda [1], pois acredita-se que na prética, na maioria das vezes as incertezas recaem

sobre os coeficientes da fungao objetivo.



1 O Espaco Vetorial M™

Neste capitulo sera feita a fundamentagao da aritmética intervalar, que ¢é a
generalizagao da aritmética usual. Para isso, vamos extender o conceito de niimero

real e analisar os objetos desse conjunto tratando-os como intervalos limitados da reta.

1.1 Fundamentos da aritmética intervalar

Inicialmente vamos definir operagoes aritméticas no espacgo intervalar. Tais

operagoes foram definidas por Moore [7].

1.1.1 Operacoes aritméticas

Considere os intervalos fechados e limitados da reta real que sao denotados por

la, b], que nada mais é do que o conjunto
[a,b] ={x € R:a <z <b}.

Apesar de existirem outros tipos de intervalos (abertos, semi abertos), neste

trabalho sera considerado essencialmente intervalos fechados.

Definicao 1.1.1. Considere um intervalo real fechado X = [a,b]. Um nimero inter-

valar X € tal intervalo fechado, ou seja, consiste do conjunto {x € R:a < x < b}.

Um nudmero intervalar é também chamado simplesmente de intervalo. As

extremidades de um nimero intervalar X serdo denotadas por X e X. Assim,

X = [X,X]. (1.1)

Dois nimeros intervalares X e Y sao ditos iguais se eles sao 0s mesmos conjuntos.

Isso acontece se suas extremidades, respectivas, sao iguais:

X=YeX=yY X=Y. (1.2)

Definigao 1.1.2. Dizemos que X ¢é degenerado se X = X. Tal intervalo contém

um unico numero real x. Por convencdo, aceitamos a identificagcdo de um intervalo



degenerado [x,x] com o nimero real x. Nesse sentido, podemos escrever a sequinte
identidade
0= [0,0]. (1.3)

A intersecdo de dois intervalos X e Y é vazia se Y < X ou X < Y. Nesse caso

escrevenos
XNY =10,

indicando que X e Y nao tem pontos em comum.

Quando X NY # (), pode-se definir a interse¢do como sendo o intervalo:

XNY = [max{X, Y} min{X, Y} (1.4)

Nesse caso, a uniao de X e Y também é um intervalo:

X UY = min{X,Y}, max{X,Y}]. (1.5)

Em geral, a uniao de dois intervalos nao é um intervalo. Entretanto, a envoltoria

intervalar XUY de dois intervalos, que é definida por
XUY = [min{X, Y}, max{X, Y}, (1.6)
é sempre um intervalo. Além disso, tem-se
XUY C XUY (1.7)
para quaisquer intervalos X e Y.

Exemplo 1.1.1. Se X = [-1,0] e Y = [1,2], entdo XUY = [—1,2]. Apesar de X UY

ser um conjunto desconexo (ou seja, nao é um intervalo), a relagiao (1.7) é mantida.
Definigao 1.1.3. A medida w(X) de um intervalo X € definida por
wX)=X-X. (1.8)

Defini¢ao 1.1.4. O wvalor absoluto de X, denotado por |X|, é o mdzimo dos valores

absolutos de suas extremidades:
| X| = max{|X][, [X]}. (1.9)

Note que |x| < |X| para todo x € X



Defini¢ao 1.1.5. O ponto médio m(X) de X € dado por

m(X) = ;(X+X). (1.10)

Exemplo 1.1.2. Sejam X =[0,2] e Y = [—1,1]. A interse¢io e a unido de X eY

sao 0s intervalos

X NY = [max{0, -1}, min{2,1}] = [0, 1],
X UY = [min{0, -1}, max{2,1}] = [-1,2].

Temos w(X) =w(Y) = 2 e, por exemplo,
| X| = max{0,2} =2
O ponto médio de Y é m(Y) = 0.

A nocao de intervalo degenerado permite ver o conjunto dos intervalos fechados

como uma extensao do conjunto dos niimeros reais. Dado um nimero real x, temos a
associacao

T [z, 7] (1.11)

que leva os nimeros reais a intervalos degenerados.

Vamos agora definir as operagoes aritméticas bésicas entre intervalos. O ponto

chave nessas defini¢gdes é o fato de que operar intervalos é operar conjuntos.

Definigdo 1.1.6. Sejam X = [X, X|,Y = [V Y] dois intervalos. A soma de X eY ¢é
o conjunto
X+Y={z+y:zeXyeY} (1.12)

que € um intervalo. De fato,

<
~l

<zr<XeY<y<

Podemos ver pela soma das inequagoes que v +y € X +Y e

X+Y<z+y<X+Y.
Consequentemente, a formula
X+Y=[X+Y,X+Y] (1.13)

pode ser usada para calcular (1.12)



Exemplo 1.1.3. Sejam X =[0,2] e Y = [—1,1] como no Exemplo[1.1.3 Entdo
X+Y=[02]+[-1,1]=[0+(-1),2+1] =[-1,3].

A diferenca de dois intervalos X eY € o conjunto

X-Y={zr—-y:zeX,yeY} (1.14)
Temos
X<zr<Xe-Y<—-y<-Y
para obter
X-Y<z—-y<X-Y
Seque que
X-Y=[X-Y X-Y] (1.15)
Note que
X-Y=X+(-Y),
onde

Y =[-Y,-Y]={y:—yeY}

Exemplo 1.1.4. Se X =[-1,0] e Y = [1,2], entdo
-Y =[-2,—1]
eX-Y=X+(-Y)=[-3,-1].
O produto de X eY € dado por
X Y={z-y:zeX,yeY} (1.16)

Em termos das extremidades, o produto X -Y de dois intervalos X eY ¢é dado
por
X Y = [min S, max 5], (1.17)



onde S={X Y, X YV, X -Y,X Y}
Se um dos intervalos for degenerado, tem-se
a-[X, X]=[a-X,a-X] (1.18)
sea>0,oua-[X,X]=a X,a X] sea<0.

Exemplo 1.1.5. Sejam X = [—1,0] e Y = [1,2]. Entao
S={-1-1,-1-2,0-1,0-2} = {—1,-2,0}

e X - Y = [min S,max S| = [-2,0]. Temos também, por exemplo, 2Y = [2,2]-[1,2] =
2,4].

O quociente XY € definido como
XY ={zfy:z e X,y eY} (1.19)

desde que 0 ¢ Y.

Assim como acontece com os numeros reais, a divisao pode ser definida via
multiplicacao pelo inverso multiplicativo do sequndo termo. Isto é, podemos calcular a
equagao (1.19) usando

XY =X -(1/Y), (1.20)

onde
1Y ={y:1/yeY}=[1/Y, 1/Y], (1.21)

novamente, assumindo que 0 ¢ Y.

Qualquer intervalo X pode ser expresso como

X =m(X) + [-50(X), 3w(X)]
~ m(X) + ;w(X)[—l, 1. (1.22)
1 _

De fato, se X = [X, X] entdo m(X) = §(X+X) ew(X)=X — X. Logo



m(X) + Je(OI-11] = (X +%)+ (X - X)[-1,1

Na defini¢ao a seguir, veremos que é possivel trabalhar com n-uplas e matrizes
onde cada entrada é um intervalo fechado e limitado da reta. No proximo capitulo
sera apresentado um Problema de Otimizacao Intervalar que estara definido no espago

vetorial intervalar n-dimensional.

Definicao 1.1.7. Um vetor intervalar n-dimensional é uma n-upla ordenada onde

cada coordenada € um intervalo.

X == (Xl,XQ,...,Xn) (123)
onde cada X; é da forma X; = [X;, X

Uma matriz intervalar A € uma matriz onde cada entrada a;; é um intervalo,

isto €, a;; = [ay;, aij].

1.1.2 Propriedades Algébricas

E facil ver que a adigdo e multiplicacao de intervalos sdo comutativas e associa-

tivas. Tem-se:
X+Y=Y+X, X+Y+2)=(X+Y)+Z
XY =YX, XYZ)=(XY)Z

para quaisquer intervalos X,Y e Z.

Os intervalos degenerados 0 = [0,0] e 1 = [1,1] os elementos neutros na adi¢ao

e na multiplicacao respectivamente.

0+ X=X+0=X
1 X=X-1=X



para todo intervalo X.

Perceba que —X nao é o inverso aditivo para X no ambiente intervalar. De
fato,

e é igual a [0,0] se, e somente se, X = X. Se X nao tem medida nula, entdo

X — X = w(X)[-1,1]. (1.24)

Similarmente, X/X = 1 somente se w(X) = 0. Em geral,

Nao temos inverso aditivo ou multiplicativo exceto para intervalos degenerados.

Entretanto, sempre temos as inclusdes 0 € X — X e 1 € X/X.

A lei da distributividade
x(y+2) =xy+ 2

da aritmética real também nao se mantém para o caso intervalar. Um contra exemplo
pode ser obtido tomando X = [1,2], Y =[1,1] e Z = [-1,—1]:

X(Y +2) =12 ([1.1] +[~1,-1])
X(Y +2) = [1,2] - [0, 0]
X(Y + 2Z) =10,0],

porém,

XY +XZ=[1,2]-[1,1] +[1,2] - [-1, —1]
XY +XZ=1[1,2]—[1,2]
XY +XZ=[-1,1].

Contudo, existe a lei da subdistributividade:

X(Y +2)C XY + XZ (1.25)



A lei da distributividade é mantida em casos especiais. Em particular, para

qualquer nimero real x temos

(Y +2Z)=2Y +zZ. (1.26)

A multiplicacao intervalar pode ser distribuida sobre uma soma de intervalos,

desde que esses intervalos tenham o mesmo sinal:
XY+2)=XY+XZ (1.27)
desde que Y, Z >0ouY,Z < 0.
A lei do corte para adicao
X+7Z=Y+Z=X=Y (1.28)
¢ mantida na aritmética intervalar. Contudo, X Z =Y Z nao implica X =Y. Considere
X =[-1,1,Y =[-1,0] e Z = [-1,1]. Temos

X -Z=[-11-[-L1=[-11eY -Z=[-10][-1,1] = [-1,1],

ouseja, X - Z =Y -Z, porém X #Y.

1.2 Espaco Vetorial Intervalar Generalizado n Dimensional

Nesta secao vamos apresentar uma extensao do conjunto dos intervalos estudados
até agora e equipar esse novo conjunto com uma estrutura algébrica de espaco vetorial.

Isso sera feito através de uma bijecao entre esse novo espaco e o espaco vetorial R?".

1.2.1 Bijecio entre M" e R*"

Denotaremos o conjunto dos intervalos fechados e limitados por
I(R) = {[a,b] : a < b,a,b € R}

com a aritmética desenvolvida na se¢ido anterior. Sabemos que esse espag¢o nao é um
espaco vetorial porque nem todo elemento possui inverso aditivo nesse espaco. Assim,
alguns conceitos de calculos intervalares nao sao extensdes naturais dos conceitos

classicos.

Em 2014, Costa [3] usa um conjunto M D I(R) com novas operagoes definidas.

Tal conjunto é dado por
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M = I(R) UI(R),

onde I(R) = {[a,b] : [b,a] € I(R)}. O conjunto M é chamado espaco intervalar

generalizado.

Os elementos de I(R) sdo chamados intervalos proprios e os elementos de
I(R) sdao chamados de intervalos impréprios. Vamos considerar também o conjunto
M™ = M x M x ... x M com n fatores, para n € N. O conjunto M" dotado de
uma estrutura algébrica de espaco vetorial ¢ chamado Espaco Vetorial Intervalar

Generalizado n Dimensional.

A necessidade da extensao do espago intervalar se deve a alguns motivos. Dentre
eles podemos destacar alguns, por exemplo, a nao existéncia de inverso aditivo para
um intervalo nao degenerado. Outra caso que pode ocorrer é o seguinte, quando
uma funcio intervalar F : R — I(R) ¢ definida da forma F(z) = [F(x), F(x)] onde
F(x) < F(x) para todo x € R", a fungao fica bem definida. Porém, quando se analisam
as derivadas de F, a responsabilidade fica inteiramente sobre as funcoes F e F. O
gradiente de F é definido como sendo VF(z) = [VFE(z), F(z)]. Mas o fato de que
F(z) < F(r) nao implica em que VF(x) < VF(z), isto é, o gradiente de F' pode nao

estar bem definido.

Vamos construir uma bijecdo entre M" e R?® que serd importante para o

desenvolvimente desse trabalho.
Exemplo 1.2.1. Seja a aplicagio 1 : M — R? definida por

Y(X, X]) = (MX + XX, 51X + 5X) (1.29)
com Ay, Mg, b1, B2 € R sdo parametros fixos, porém arbitrdrios, tais que A1f2 — A931 # 0.

A aplicacdo v é uma bijecio e sua inversa ¥~' é dada por

Baa — Aob AMb — Bra
A2 — )\2517 MBr — Ao

Um caso particular dessa bijecdo pode ser obtida quando se considera Ay = Py = 1

Y (a,b) = (1.30)

e X =1 =0, e obtemos
i ([X, X]) = (X, X) (1.31)

Exemplo 1.2.2. Considere a bijecio » : M — R? dada no Exemplo e faca
©0; = para todo i € {1,2,...,n}. Podemos definir uma bijegio @ : M™ — R®*™ como

sendo

11



@([&’EL sy [ ns n]) -
(MXy + Ao X7, B1X1 + BaX1), oy (MXy + XX, /X, + B2X)),

com inversa dada por

¢_1(<a1? b1)7 RN (anv bn)) = (w_l(alv b1)7 s 77vb_1<an7 bn))

Vamos agora definir operagoes em M" induzidas por uma bijecao.

Definigao 1.2.1. Dados o espago vetorial usual (R**, +,-) e uma bijecao ¢ : M"™ —
R?", denotaremos por (M™,4,,-,) 0 espago com as operagoes +, : M™ x M™ — M™ e
v i Rx M"™ — M" dadas por

(X1, Xa], o (X, Xa]) 4+ (Y1, [V, Ya))
=7 e([Xe, X, (X, Xal) + (Y1, Y1, - [Ya, Vo)
&y ([&771]7 R [&’ Xn])
= Qoil(a ’ 90([&7Y1]7 SR [XmYnD)

Teorema 1.2.1. Seja p : M™ — R** uma bijegio. Entio o espago (M"™,+,,-,) € um

espaco vetorial.

Demonstragio. A prova segue do fato de que (R**,+,-) ¢ um espago vetorial e da
Definigao [I.2.1] para +, e -. O

Corolario 1.2.1. O espago vetorial (M", +,,-,) € isomorfo a (R* +,-).

O seguinte resultado estabelece uma equivaléncia entre a operacao de soma e

multiplica¢do por escalar definida por Moore [7] e por Costa [3].

Teorema 1.2.2. Considere a bijecao dada no FExemplo|[1.2.1. As operacoes definidas
de acordo com a Definicao sao equivalentes as operagoes dadas nas equacoes

(1.13) e (1.18).

Demonstragio. Sejam X = [X, X] e Y = [Y,Y]. Assim sendo, tem-se:
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X+yYV = 7 (0(X) +9(Y))

P (X 42X, B X + B X) + (MY + XY, BiY + 5Y)
= 7 (MX + 20X + MY + MY, 81X + X + BY + BY)

U (MX +Y) + WX +Y),B(X +Y) + /(X +Y))

Br (M(X+Y) + 0(X +7)) = X (B(X+Y) + 5o(X +7))

)\162_/\261 ,
M (BUX YY)+ B(X+Y)) = A (X +Y) + 2(X +7))
/\1B2_>\261

_ [(X +Y)(Mf — Xofr) (X +Y)(Mfz — )\251)]
A B2 — Ao ’ A B2 — Ao
= [X+Y,X+Y]

Sem perda de generalidade, considere v > 0. Logo

ay X = P a-P(X))
= ¢! (04 C(MX X BX + 52Y))
= ¢ (aMX + XX, afi X + aphX)
| Bala X+ X X) — Ao X + s X)
B [ A1B2 — A3 ’
M@ X+ afeX) — filan X + arX)
B A1Ba — Ao ]
_ [Q(A152 — X)X a(Aifr — AQﬁl)X]

MBa—=XfBi T AP — Ao
= o X,a X]

1.3 Topologia em M™"

Como consequéncia dos resultados obtidos até agora, vamos mostrar que M" é
um espac¢o com produto interno e induzir norma, métrica e consequentemente uma

topologia em M"
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1.3.1 Meétricas em M"

Teorema 1.3.1. Seja ¢ : M™ — R*™ uma bije¢do linear e (-,-) um produto interno
em R?". Considere a sequinte aplicacdo:

(- )p s M™x M™ - R
(X,Y)y = (p(X), 0(Y)).

Essa aplicagao é um produto interno em (M™, +,, )

Demonstragio. Sejam X,Y,Z € M"™ e a € R. Entao:

i) (X, X)p = (p(X), (X)) =] p(X) = 0e (X,X), =06 X =0
i) (X,Y), = (p(X), p(Y))

(p(Y), p(X)) = (Y, X),
i) (X +, Y, 2)p = (pla-w X +,Y),0(2)) =

alphalanglep(X) + oY), o(2)) = alp(X), o(2)) + (p(Y), ¢(Z)) =
(Y, Z)e

a(X,2), +

O
1
Corolario 1.3.1. O espagco (M",+4, 4, - lp) onde || X |lo= (X, X)3 € um espago
normado.

Corolario 1.3.2. O espago (M",d,) onde d, : M™ x M™ — R definida por

do(X,Y) =]l (X) = oY) [l

é um espaco métrico. Mais geralmente, dada uma métrica d em R*", podemos definir
uma métrica dyy em M™ definida por dy(X,Y) = d(p(X), p(Y))

Sejam A, B C R". A métrica de Hausdorff entre A e B é definida como sendo

dr (A, B) = max {3gggg]§ la—10 H,ig]g;gg | a—b H}

onde || - || ¢ a norma Euclidiana em R". Sejam X,Y intervalos, isto ¢, X = [X, X] e
Y = [Y,Y], segundo Wu [9] tem-se que

dp(X,Y) = max{|X - Y|,[X - Y[}
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Agora que o espaco M estd munido de métrica, pode-se trabalhar o conceito de

sequéncia em M. Uma sequéncia em M, é uma aplicagao x : N — M.

Sejam { X"} uma sequéncia em M e d uma métrica em M. Dizemos que {X*}
¢ convergente, se existe X* € M tal que para todo ¢ > 0, existe ny € N tal que

d(X*, X*) < e sempre que k > ny. Quando isso acontecer, denotaremos como

X* = lim X*

k—o00

ou simplesmente X* — X*

Proposigéo 1.3.1. Considere a métrica de Hausdorff em M. Seja {X*} uma sequéncia
em M convergente para X* € M. Entio {X*} — X* e {X*} — X*.

Demonstragio. De fato, temos que dy(X*, X*) < ¢ implica em |[X* — X*| < ¢ e

XF — X <e. O

1.4 Relacdo de Ordem

Vamos comegar definindo uma relagdo de ordem parcial em M™. Isso sera feito

inicialmente com auxilio de uma bijecao entre M" e R?".

Definicao 1.4.1. Uma relagdo bindria R entre dois conjuntos U e V' é um subconjunto
do produto cartesiano U x V. Se U =V, podemos dizer simplesmente que R é uma
relagio bindria em U. Se u € U estd relacionado com v € V', dizemos que (u,v) € R.
Uma relacdo bindria A definida em R** é chamada relacdo de ordem parcial ndao

estrita em R*" se possui as sequintes propriedades:

o Refleziva, se (x,xz) € A para todo x € R*".
o Anti-Simétrica, se (z,y) € A e (y,z) € A implica que x* =y para x,y € R*".
e Transitiva, se (z,y) € A e (y,z) € A implica que (x,2) € A para z,y,z € R*".

Uma relagao binaria R em U tem a propriedade da dicotomia, se dados u,v € U
entdo (u,v) € R ou (v,u) € R.

Se uma relagdo bindria é reflexiva, anti-simétrica, transitiva e além disso, se
essa relacao bindria também satisfaz a propriedade da dicotomia, entdo é uma relacao

de ordem total nao estrita em R*".
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Uma relagio bindria A definida em R*" é chamada relag¢do de ordem parcial

estrita em R*™ se possui as sequintes propriedades:

o Anti reflexiva, se (z,x) ¢ A para todo x € R*".

o Assimétrica, se (z,y) € A ndio implica em (y,x) € A para todo x,y € R*".

o Transitiva, se (x,y) € A e (y,z) € A implica que (x,2) € A para z,y, z € R*".

Além disso, se essa relacao bindria também satisfaz a propriedade da tricotomia, entdo

¢ uma relacdao de ordem total estrita em R?™.

Exemplo 1.4.1. Vamos denotar por <gz» uma relacdo de ordem parcial em R?".

exemplo, a ordem parcial usual em R*" definida por
r <g2n Yy Se, € somente se, x; < y; para todo i =1,2,...,2n

onde v = (x17x27 < 7x2n)>y = <y17y27 < 7y2n) € R2n-

Denotaremos por <gzn, a relagio bindria em R?", tal que, dados u = (uy, us,

ev=(vi,vy,...,0s) em R* tem-se
U <2 VS U <p2m U eUF0.

Denotaremos por <gsn, a relagdo bindria em R*", tal que, dados u = (uy, us,

ev=(v1,va,...,02,) em R* tem-se

U <gzn VS u <p2 v e u; < v; para todo i € {1,2,...,2n}.

Por

...,Ugn)

...,Ugn)

Proposigao 1.4.1. Seja <gzn uma relagio de ordem parcial (total) em R*". Entdo

i) <gen também é uma relagio de ordem parcial (total) estrita em R?".

i) <gan também € uma relagio de ordem parcial estrita em R*™.

Demonstragio. Ver Costa [2].

Definigdo 1.4.2. Dada uma relagio de ordem parcial (total) <gz» em R*™ e

]

uma

bijegao ¢ : M™ — R?", denotaremos por <,, <, e <, as relagoes bindrias definida em

M™ como sendo
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A<, B p(A) < p(B);
A<, B & p(A) <ge p(B);
A<, B & ¢(A) <gen ¢(B);

onde A,B€ M".

Proposicao 1.4.2. Seja ¢ : M™ — R?™ uma bijecdo. Dada uma relagio de ordem
parcial (total) <gzn em R*, as relagoes bindrias <, e <, dadas na Defini¢io
sdo relagoes de ordem parcial (total) em M™. Além disso, <, € uma relagio de ordem

parcial em M".

Demonstragdo. A prova segue diretamente do fato de que <g2» é uma relacao de ordem

parcial (total) em R?", da Definigao e da Defini¢ao [1.4.2] O

Note que para cada bijecao ¢ : M™ — R?" temos diferentes relagoes <, em

M™.

Exemplo 1.4.2. Vamos considerar a bijecdo 1y : M™ — R? de acordo com a Definicdo
1.2.1 e a relacdo de ordem usual <gzn em R?". Entdo temos a relacio de ordem <u

definida por

X, X] <y, [V, V] & 1 ([X, X]) <pen 1 ([Y,Y])
& (X, X) <gn (YY)
SX<YeX<Y.

A relacao de ordem <,, compara dois intervalos préprios, isto é, ¢ uma relacao

de ordem em I(R). Essa relagdo compara as extremidades respectivas de dois intervalos.

Exemplo 1.4.3. Se considerarmos a bijecao @ definida no Exemplo e a relacio
de ordem usual <gzn em R*", temos a relagio de ordem parcial <z em M"™ definida
por

Xo)) < (Y, Yl [Ya, Ya))

(X1, X, [Xa, )
]))<R2"( (YL 1)), ([Ya, Ya))

g (¢([&7X1])v ([X

X
X,

Exemplo 1.4.4. Ezxiste uma relagdo de ordem total, chamada ordem lexicogrifica em

R? ¢ dada por

(1, 22) <g2 (Y1,92) © 21 <Y1 ouzy =y1 e 22 < Yo
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FEssa pode ser generalizada para R*" da sequinte forma

T <pmy<Sx <y oud€{1,2,....2n— 1} tal que vy =yy,...,z, =y; €

Tit1 < Yiy1
para todo x = (1, T2, ..., Ton), Yy = (Y1, Y2, - - -, Yo2n) € R*™.

Alguns autores propuseram relagoes de ordem parcial em I(R) (Moore [5],

Ishibuchi [4]), dadas das seguintes maneiras:

AjLRBSGASBGZSE;A%LRBSGAjLRBeA%B.
A=rcBse A< Bem(A) <m(B); A<pc Bse A=<,c Be A# B.
A =pc Bsem(A) <m(B)e A< B; A<pc Bse A=<pc Be A# B.

Em 2012, Panda [I] propoe uma outra forma de se estabelecer relagao de ordem

em ambiente intervalar. Para tal, se considera um intervalo A = [A, A] na forma
paramétrica, tal que A pode ser expresso como A(t), onde A(t) = A+ t(A— A) =
(1 —t)A +tA. Sob essa abordagem, as operagoes algébricas também sao definidas em
termos das extremidades do intervalo. Sejam A e B dois intervalos, as operagdes ficam

determinadas como sendo
A® B ={a(t) ® b(t2)|t1,t2 € [0,1]}

onde ® = +, —,- ou / (no caso em que ® = /, necessariamente b(ty) # 0).

Definicao 1.4.3. Para A,B € M,

i) A=< B sea(ty) <b(ty), t1,t2 € [0,1];

ii) A=, B sea(t) <b(t), te]|0,1].
Além disso, A < B se a(ty) < b(ta), t1,t2 € [0,1] e A <, B se a(t) < b(t), t € [0,1].

Note o seguinte:

i) Para (t1,t3) = (0,0) e (1,1), < torna-se <pg;

ii) Para (t1,t2) = (0,0) e (3, 3), < torna-se <;¢;
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iii) Para (t1,t5) = (1,1) e (3,1), < torna-se <pc;
iv) Parat=0et =1, <, torna-se <pg;
v) Parat=0et = %, =, torna-se <r¢;
vi) Parat=1et = %, <, torna-se <pc;

Segundo Panda [I], a relagao <, é um caso particular de <. De fato, A < B
sempre implica A <, B, mas a reciproca nao é verdadeira. Considere os intervalos
A =11,3] e B = [2,4]. Na forma paramétrica temos A(t) =1+ 2t e B(t) =2+ 2¢
onde ¢ € [0,1]. Logo, 1+ 2t < 2+ 2t o que implica em A(t) < B(t) para todo t € [0, 1],

isto é, A <, B. No entanto, nao é verdade que 1+ 2t; < 2+t para todo t1,ts € [0, 1],

para verificar isso basta considerar t; = 1 e to = 0. Teremos que A(1) =3 e B(0) = 2.
Proposicao 1.4.3. As relagoes de ordem =, e <y, sdo equivalentes.
Demonstracao. Sejam A, B € M. Se <, B, entao
A(t) < B(t), para todo t € [0, 1].
ou seja,
A(0) < B(0) que implica A < B e,

A(1) < B(1) que implica A < B,

que implica em A <, B de acordo com o Exemplo [1.4.2]

Suponha agora que A <,, B. Assim sendo, A< Be A< B. Parat € [0,1]

temos

(1—-HA<(1—1)Be
tA<tB
que implica em (1 —t)A+tA < (1 —t)B +tB, ou seja, A(t) < B(t) para t € [0, 1].
[

19



2 Elementos de Otimizacao Intervalar

Geralmente ¢ dificil, do ponto de vista pratico, determinar os coeficientes de
uma funcao objetivo como um ntmero real, pois, na maioria das vezes, estes possuem
incertezas. Para tal, consideramos a otimizacao intervalar como uma abordagem para
lidar com as incertezas dos coeficientes da fungao objetivo para modelos de programacao

matematica.

2.1 Funcdes intervalares

Nessa se¢ao apresentamos alguns resultados relacionados a fungoes que assumem

valores intervalares.

Costa [3] define fungdes intervalares F' : R — M com valor F(z) = [F(z), F(x)],
onde I, F: R" - R e F(x) < F(x) para todo z, assim como foi proposto por Moore

[5]. No entanto, Panda [I] representa fungdes intervalares de outra maneira.

Considere uma funcao f : R®™ — R, onde os coeficientes de f sdo ntimeros reais.
Seja ¢ o conjunto de todos os pardmetros presentes em f. Sem perda de generalidade
podemos considerar que ¢ é um conjunto ordenado com respeito a ordem em que os
parametros estdo dispostos em f(z). Por exemplo, se f(z1,7s) = 323 + 2z1€%*2, entao
c=(3,2,4). Em geral para ¢ = (c1, ¢, c3), denotaremos f.(z1,x9) = 177 + co1°%2.
Suponha agora que ¢y, ¢y e c3 variam nos intervalos C7,Cy e (3, respectivamente,
C; = [C},Cj], que sob a forma paramétrica fica Cy(t;) = (1 —t;)C; + t;C;, 0 < t; <1,
j=1,2,3. Logo C(t) = (c1(t1), ca(t2), c3(t3)). Denotaremos por C* € M* como sendo

Cy = {c®)|c(t) = (cr(tr), ealta), -+ erltr), ¢(t) = (1 —t5)e; + ticd,
t=(t1, b, . tp),0<t; <1,5=1,2,... Kk}

Tem-se qUe futy(ay.an) = C1(11)27 + colta)z1e3)%5 . Cada ¢;(t;) é6 uma fungao
linear. Como f.4) € continua em ¢ para todo x e ¢ varia num conjunto compacto,

dado um intervalo vetorial C} o conjunto { fo) (1, z2)|fer) : R* = R, ¢(t) € C3} é um

intervalo,

min fo) (€1, ©2), MaX for) (21, 22) |
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Vamos agora generalizar esse conceito. Dado C* € M*, seja Jey : R" = R.
Para todo ¢(t), fe) é uma fungao de x. Suponha que para todo z, f.;) é continua
em t. Entdo para um dado intervalo vetorial C*, definimos uma funcao intervalar
Fer(z) : R® — M por

Fop(w) = { fo (@) fory : R* = R, c(t) € CF} (2.1)

Como para cada x fixado, f.4(x) é continua em ¢ entao, (H)lirclk few (), que
c(t)eCy

é min f.y(z) e max f.y(z) que é max f.y(x) existem pois [0,1]* é um conjunto
tE[O,I]kf(t)< ) c(t)EC{ff(t)( ) q te[o,l}kf(t)( ) pois [0, 1] j

compacto. Nesse caso
F = | min f, , . ) 2.2
cx () tE[Ol’ﬂkf(t)(m) te{of?ﬁ(kf(t)(x) (2.2)

Para z,y € R", definimos operagoes algébricas de fungoes intervalares como

segue.

Defini¢do 2.1.1. Para C* DF ¢ M* e ® € {+,—,-,/},

i) (Fog ® Fog)(y) = { fe (%) ® feiy ()] fugp) - R" = R, c(t) € CE}

7’7’) (FC§®FD§>(x) = {fc(t’)(x) ® fd(t”)(y)’fc(t’)a fd(t”) R™ — R? C(t,) € Cf7d(t”) € Dﬁ}

2.2 Calculo em ambiente intervalar

Funcoes intervalares podem ser definidas de diferentes formas, e portanto o
calculo nesse ambiente pode ser desenvolvido. Na forma classica uma funcao intervalar
F pode ser expressada como sendo F(x) = [F(x), F(z)]. Entdo a existéncia de derivada
de uma funcdo intervalar F' depende da existéncia da derivada das funcdes F e F. No
entanto, Panda [I] faz uma outra abordagem para o célculo em ambiente intervalar.
Seja For - R" — M. A existéncia da derivada de F* depende da existéncia da derivada

de feu) para todo t.

Teorema 2.2.1. Suponha que lim_foq)(x) existe para todo t e é igual a a(t). Sejam
T—x*

a(t.) = min lim fop(z) e a(t’) = max lim foo(z)

para alguns t,,t* € [0,1]%. Entdo
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lim Fex(v) = A

r—x*

onde A = la(t.),a(t™)].

Demonstracao. Desde que li_>m* few(x) exista para todo t, entao dado € > 0, existe
d > 0 tal que d(Fgx(x), A) < € sempre que || v — 2" [[< §, onde d é uma métrica em
M (por exemplo a métrica de Hausdorff dy). Entao o limite de uma fungao intervalar

Fex existe em um ponto x* se o limite de f.) existe para todo ¢. O]
Definigao 2.2.1. Uma fungio Fgr € continua em x* se f.y) € continua em x* para

todo t. Escrevemos

Jim Fog () = Fop(e") = min lim fo) (2), max lmfoq (2)

Para cada t € [0, 1]¥, suponha que fe) € diferenciavel com respeito a z. Conse-

quentemente

lim fc(t)(x + h) - fc(t) (x)
h—0 | Al

existe. De acordo com a Defini¢ao [2.1.1| e o Teorema temos

Fop(x +h) © Fop(n) = { fup (@ + h) = fon (@)t € [0, 1]}

Fer(w +h) © For(x) lim fey(x +h) — fery () te 0,1
h=0 | 7] h=0 | Al
_ min lim fc(t)(x +h) — fc(t) (95)7
t€[0,1]k h—0 | Al
s Lim fewy(@ +h) — fe (@)
t€[0,1]% h—0 | Al

A fungao intervalar Fgx ¢ diferenciavel em x = x* se fe) ¢ diferencidvel em
r = 2* para todo t € [0,1]%. As derivadas parciais de Fer em x* sao definidas como

segue:

OFcy(x) _ {8fc(t)<$*)'t € [0, 1]k}
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O fen(z*
Se ¢; : [0,1]* — R dada por ¢;(t) = Ofetr (") é continua em t para i =

8@»

1,2,...,n, entao

min
Ox; tejo,r  Ox;  tejo )k O

L) | iy, 2P0, e V0]

O gradiente de uma funcao intervalar Fx : R" — M em um ponto z* é o vetor

intervalar

vﬂﬁmw:<3&ﬂﬁ)8ﬂw@ﬂ 8Eﬁ@ﬂ>

oxry =~ Oxy 77 Oz,

De forma similiar a derivada parcial de segunda ordem de Fx em x = z*, pode

ser calculada como

O*F * 5?2 ; *
ctl@) _ [0 e, g e
8137;8.%']' axzaxj
82 ; *
Se ¢i; : [0,1]" — R dada por ¢;;(t) = & Jew(@) ¢ continua em ¢ para
’ ’ (99018:15]
1,5 =1,2,...,n, entao
82F05($*) o 82fc(t)($*) a2fc(t)($*)
— L = n ——————~ max —————
O0x;0x; tefo, 1)k Ox;0x; tefo,1]r Oz 0x;

Seja V2FC5 a matriz da Hessiana de For em @ = x*, que é uma matriz quadrada

. _ OPFer(x¥)
cujas entradas saio ——~———. Consequentemente
&’L‘i@a:j
V2 Fer = { V2 e (a)lt € 0,11} (2.3)

Exemplo 2.2.1. Considere a fungio F : R*" — I(R) dada por F(xy,x5) = [3,4]22 +
[4,8]z129 + [4,5]23. Sob a forma paramétrica temos fuy : R* — R dada por
fc(t)(xl, l'g) = (3 + tl)ﬂf% -+ (4 —+ 4t2)3§'1$2 + (4 + tg)lg, onde t = (tl, t2, tg) c [O, 1]3

Vamos calcular o gradiente e a hessiana de F. Para cada t € [0,1], temos

O fe(t)
8.171

(z1,22) = (6 + 2t1)x1 + (4 + 4ta) 22
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afc(t)
8&72

( Xy, IL‘Q) = (4 + 4t2)ZL‘1 + (8 + 2t3)1’2

onde t = (ty,1s,t3) € [0, 1]3.

Assim sendo,

oF —(z1,72) = | min Ofew (71, 72), max Ofett (21, 22)
0xy te[0,1]3 01y tef0,1]3 Oxy
= LéX[él{l]3(6 + 2t1)l’1 + (4 + 4t2>$2, H[la)]( (6 + Ztl)l'l + (4 -+ 4t2)
= [6.171 + 4.232, 8331 + 8%2]
e
oF . Ofcw Of e
By 1) = [Hﬁn] Dy (P10 T2), X (21, )

— Lg[g%s(és + 2t3)zo + (4 + 4to) 24, hax, (8 + 2t3)xg + (44 4ty)xy

= [4x1 + 8x9, 8z + 10x]
O gradiente é dado por
VF(I‘l, .%’2) = ([6271 + 4.732, 8331 + 81‘2] s [4.%’1 + 8%’2, 8.%1 + 101‘2])
Se considerarmos o ponto (x1, ) = (1,1), obtemos
VF(1,1) = ([10,16], [12, 18])

As derivadas de sequnda ordem sdo dadas por

9? fer) 9? fer)
=4+ 4¢
02,01 (21, 22) = Dy 1(951,$2) + 4o,
0 fer O few
ax% (.’131, 1'2) =6+ 2t1 (& ax% ($1,$2) =8+ 2t3

A hessiana de cada fqq) €
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6+ 2t; 4+ 4t

V2 fun(x1, 29) =
Jeto (@1, 22) A4 4ty 8+ 2y

Para a fungio F temos

aQF(a: ) min 0" ety (21, 22), ma 62fc()(:z; )
——(x1,22) = i X x
Ox? 12 tef0,1]3  Ow? b2l o0 Ox? b2
= |2 g o)
= [6,8]

O*F . O few 0 fey
Tx%(m,m) = ng%?, Bl (x17x2)7t16r[1()&}f]<3 B2 (1, 72)
= i 2t 2t

i 20 s 520
= [8,10]
O*F . P * [
8m1x2 (xhx2) - |f€[0{1]3 8w1x2 <x1’x2)’tg[1(%l}]<3 63311‘2 (171,1'2>

- l min (4 + 4t,) tg[l(%f]%(él + 4t2)]

te[0,1]3

= [4’ 8]

A hessiana intervalar de F' é a matriz

VQF(.Th .I‘Q) =

6,8] [4,8]
[4,8] [8,10]

2.3 Funcoes intervalares convexas

Da construcao de func¢ao intervalar na forma paramétrica, fica claro que a

convexidade de Fix depende da convexidade de f.;) e de uma ordem parcial.

Definigdo 2.3.1. Sejam D C R™ um conjunto convezo e C* € M¥, Fer : D — M.

Para x1, 20 € D, 0 <\ <1, Fer ¢ dita convexa com respeito a < (ou =<,,) se

For(Ary + (1 = N)wg) = (ou =) Mer(z1) + (1 — X) Fer(22).
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Da maneira como foram definidas < e <, e convexidade com relacao a essas

relagoes de ordem, uma maneira de observar que Fgr € convexa com respeito a =< €

fc(t’) (/\1:1 + (1 - /\)l’g) < Afc(t”)(xl> + (1 - A)fc(t”)(x2>

para todo t',¢” € [0,1]%, ndo necessariamente temos que t' = t”. Para que Fgi seja

convexa com relagao a =<, significa

Jewy(Azr + (1 = Nwo) < Moy (1) + (1 = X) fey (22)

para todo t € [0, 1]*, note que t é o mesmo em ambos os lados.

De acordo com Panda [I], podemos concluir que Fex é convexa com relagao a
=w se, e somente se, f;) ¢ uma funcao convexa em D para todo t. O mesmo nao se

pode afirmar para a relagao <.

Exemplo 2.3.1. Considere a fungio F : RT — I(R) definida por F(x) = [1,2]z.
Na forma paramétrica temos fouy : R = R onde fou(x) = (1 +t)x, t € [0,1]. Seja
A e 0,1].

feyAr+(1=Ny) = (1+t)(Az+(1-N)y)
= I+t x+(1+)(1-Ny
= M1+t +(1-N1+1)y
= Mz + (L= N few(v)

assim sendo, fuy) € conveza para todo t € [0,1] e F' é convera sequndo =,,.

Para que F' seja convexa sequndo a relagdo de ordem =<, € necessdrio e suficiente

que

Jey(Az + (1 = N)y) < Mfeeny (@) 4+ (1= A) feury (y)

ondet ,t € [0,1]. Porém, temos o sequinte

feyOAz + (L= Ny) = 1 +1) Az + (1= A)y)

Meen (@) + (1= X fn () = AL+ 1)z + (1= X)L+ 1)y
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. ! 1
Se considerarmost =1 et =0 temos

feye+ (1 =XNy) = 1+ + (1= Ay)
= 2\ + (1= Ny)
> (Az+(1—MNy)
— A1 40)z+ (1= A)(1+0)y
= M) (2) + (L= A) fe() (y)

Portanto F' nao é convexa com relacdo a <.

2.3.1 Relacao entre funcao intervalar convexa e matriz definida positiva

aij + Q5 Aij — Qg5
Seja A, € M™", A" = <]2]> , AS = <j2]> , onde o (ij)-
nxn nxn

ésimo elemento de A,, é um intervalo [a;;, @;].

A matriz A, pode ser expressada como A, = [AT" — A5 A™ + A® ]. Dada uma
matriz real A,,, dizemos que A € A,, se a;; € [a;;,a;], onde A = (a;;). A matriz A,

¢ dita simétrica se A" e AS sao matrizes simétricas.

Para cada matriz intervalar A,, podemos associar a uma matriz intervalar
. ’ . / I ’ / !
simétrica A, = [A," — AS, A+ A7), onde
m\T m
Am) + Am

am
2

(As )7 + A3,

e AP =
2

SejaY ={z € R";|z| =1,7=1,2,...,n} e T, uma matriz diagonal de ordem
n. Para cada z € Y, defina a matriz A, = A" — T, A’ T,. Entao para cada i, j, temos
(AZ)’Lj = (Am)z — zl(Afn)ZzJ Entao

(A)y; = (A =A%)y 2z =1
(Am + Ain)lj ,ZiZj = -1

Definigao 2.3.2. Dizemos que A, € definida positiva (semi definida positiva) se toda
A(t) € A, € definida positiva (semi definida positiva), onde

A(t) = (aij(tij))nxn
¢ uma matriz real de ordem n, e

aij(tij) = (1 _tz])@—i_tzgaiz]; 0< tij < ]., ’L,j = 1,2, e,
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Proposicao 2.3.1. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) A, € definida positiva (semi definida positiva);
i) Al € definida positiva (semi definida positiva);

i1) A, € definida positiva (semi definida positiva) para cada z € Y.

Demonstragio. Ver Rohn [§]. O

Teorema 2.3.1. Dado C* € M*, seja Fer uma fungdao intervalar duas vezes diferen-
cidvel em um conjunto aberto e convexro D C R". Entio Fgr € convera com respeito a

=w se, e somente se, a matriz Hessiana V2F05 ¢ semi definida positiva.

Demonstragdo. Sabemos que Fer € convexa em D com respeito a =, se, e somente se,
para todo x1, 29 € D, A € [0, 1],
For(Azy + (1 = A)wz) =0 AFer(@1) + (1 = A) For(2)
& fey(Aw1r + (1= Naz) < My (1) + (1= A) fep (2)
& feqr) € convexa em D para todo ¢ € [0, 1]*
& V2 f.)(x) é semi definida positiva para todo t € [0, 1]*
& V?Fei () é uma matriz intervalar semi definida positiva.
[
= [E(x), F(x
depende das derivadas de F e F. Assim VF(z) é o vetor intervalar [VF (z), VF(z)]
e V2F(x) é a matriz intervalar ([V2F(z), V*F(z)]);;. Segundo WU [10], na forma

classica, F' é uma fungao convexa com respeito a <y se, e somente se, F e m(F) sao

()]

Na forma cléssica, a derivada de uma fungao intervalar F(x) F
F

fungoes convexas; F' é uma funcao convexa com respeito a <z se, e somente se, m(F)
e F sdo funcoes convexas; F' é uma funcao convexa com respeito a <y se, e somente
se, I' e F sao funcoes convexas. Isso significa que a convexidade de F' depende da
semi positividade das matrizes V2F, V*m(F) e V?F nos trés diferentes casos. Em
particular, o fato de que V2F e V2F sdo semi definidas positivas ndo nos d4 a garantia
de que a matriz intervalar ([V2F(x), VZF(z)]);; também seja semi definida positiva,
pois uma matriz intervalar A,, é semi definida positiva se toda matriz real A € A,, é

semi definida positiva.

Assim, nao é verdade que F é convexa com relagdo a <pr se, e somente se,
([V2E(z),V*F(z)]);; é semi definida positiva. Argumentos similares valem para <gc

e 2rc.
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Essa dificuldade pode ser resolvida quando considera-se uma funcao intervalar
calculada na forma paramétrica. Na forma paramétrica, a existéncia da derivada
de F¢r depende da existéncia da derivada de f.;) para todo valor de t. Assim,
V2Fci(x) = {V? fewy) ()| fey () € Fer(z)}. A fungdo intervalar Fer é uma fungao
convexa se, e somente se, f.; é uma funcao convexa para todo . Isso significa que
para todo ¢, V? fey)(x) é uma matriz semi definida positiva. De acordo com Panda [1],

isso implica V2F05 () seja uma matriz intervalar semi definida positiva.

2.4 Problema de Otimizac3o Intervalar

Nesta se¢ao vamos considerar o Problema de Otimizagao Intervalar (IOP) como

sendo

(IOP) min Fex ()
sujeito a G, ;m; () < (ou=y,) Bj,j=1,2,...,p

onde B; € M, as fungoes intervalares Fex, Gj pmi o R" — M sao definidas por

For(x) = {fey(@)| forry - R" = R, t € [0,1]F} e,
GjDL"J’ (z) = {gjd(t;)(‘r)‘gjd(t;) ' R™ = R; d(t;) € Dy}

Dependendo da relagao de ordem escolhida, a regido factivel de (IOP) pode ser

expressada como sendo o conjunto

S = {xER”:GjD;nj(x)ij,jzl,Z,...,p}
= {z €R": gjy (@) < by(t)), v}
= {zeR": max gjuu,(r) < b;(0),V;}

t;€[0,1]™3

ou,
S = {zeR":G,pm(2) 2, Bj,j=12,...,p}

= {z € R": gjau;(x) < b;(t)),Vj}

= R™: - < bi(1 : o < b(0). Vi
{z € t]é%?l}}(mj Gjaee;) (@) < by( )>tj€f[ré}1f]1mj Gjaay)(x) < b;(0), Y5}
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ou ainda,

S = {:EER":G].Dm(x)jB\j,jzl,Z,...,p}
= 12 €R": gjuuy (@) < b;,Vj}

= {zeR": < b;,Vj
{z  has, | G (@) < by, Vi)

onde d(t;), d(t}) € Du, bj(t)), bj(t;) € By, bj € By = [b;, b;], t; € [0,1]™4, t;,¢7 € [0,1].
Como Hlégl Fer(z) = meig{fc(t) (z)]c(t) € CF,t € [0,1]*}, entao (IOP) pode ser

tratado como um problema de otimizacao multiobjetivo em ¢ para todo x € S sobre
um dominio continuo, que é o paralelepipedo retangular C* . De acordo com Panda

[1], isso significa que para todo ¢(t), o problema de otimizacao
(IOP); min fo)(z)

tem solucao.

Definigao 2.4.1. Dizemos que x* € S é uma solugao eficiente de (IOP) se ndo existe

xz €S com

fen (@) < fo(@*), VE € [0,1]F € Fop(x) # Fop(z¥)

Defini¢ao 2.4.2. Dizemos que x* € S € uma solugao eficiente prépria de (IOP), se
x* € S € uma solucao eficiente e existe um numero real p > 0 tal que para algum
t €10,1)% e todo x € S com fuuy(x) < fory(x*), pelo menos um t € [0,1]F, t £t existe
com fc(t’)(ﬂf) > fc(t/)<x*) e

fc(t) (.%*) - fc(t)(x)
Frarn (@) — (@) =

Considere o seguinte problema de otimizacao com respeito a uma funcao de

peso w : [0,1]¥ — R* dado por

(IOP); mln/ / / x)dt dty . . . diy,
€S

onde w(t) = w(ty, to, ..., tx).

Aqui ty,1s, ..., t; s80 mutuamene independentes e cada t; varia de 0 a 1. As-
sim sendo, [} [ ... [} W(t) few) (z)dt1dty . . . dty, ¢ uma funcdo que depende = somente,

digamos h(z). Logo, (IOP); se torna min,eg h(z), que em geral é uma problema
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de programacao nao linear e sem incertezas intervalares, que pode ser resolvido com

técnicas de programacao nao linear.

Teorema 2.4.1. Se z* € S é uma solugdo dtima de (IOP);, entdo x* é uma solugao
eficiente propria de (IOP).

Demonstragio. Seja x* € S uma solu¢ao 6tima de (/OP);. Suponha que z* nao é
uma solucao eficiente prépria de (IOP). Assim, para algum ¢ € [0,1]* e algum z € S
tém-se fou)(z) < fey(z*). Considere a funcdo ponderadora w : [0,1]* — R* continua.

t S
Tomando ;1 = max {W((t))}’ t#t,t,t €[0,1]% w(t) > 0, satisfazendo
w

fc(t)('r*) - fc(t) ()
fewy (@) = foy (@) o

para todo t € [0, 1]¥ com fey (@) > fo(@®).

Assim,

Jew) (@) = fey () > p (fc(t’)(fc) - fc(t/)<x*)) > C:ftt)) (fc(t’)(ﬂf) - fc(t/)<x*))

Logo w(t) fe(n (27) — w(t) fun) () > w(t) fogry () = w(t) fogry (27).

// / B) e (27)dtrdty .. dtk_// / t) foy(x)dtydty . . . diy,
// / x)dtydtsy .. // / oVt dt, . .. dt,

Portanto

// / Vdtydts .. dtk>// / D)ttty

Isso contradiz a suposigao de que x* € S é uma solucao 6tima de (IOP);. [

2.5 Problema de Programacao Convexa Intervalar

Um problema de otimizacao intervalar (IOP) é dito problema de programacao

convexa intervalar se Fer e G pmi Sa0 funcdes convexas com respeito a < ou =<,,.
v
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Teorema 2.5.1. Se (IOP) é um problema de programagdio conveza intervalar, entdo

(IOP); é um problema de programag¢io conveza.

Demonstragio. Suponha que (IOP) é um problema de programagio convexa intervalar.
Entao o conjunto factivel S ¢ um conjunto convexo e a fungao objetivo Fix ¢ uma

fungao convexa com respeito a < ou =,,. Para x1,29 € S e A € [0, 1],
Fex (Ax1 4+ (1 — N)zg) = (ou <) AFe (x1) ® (1 — )\)FC§ (x2)

No caso de ambas as ordens parciais < ou =<, a relagdo acima implica que para
todo ¢ € [0, 1]%, fory( A1 4+ (1= N)z2) < Afery(@1) + (1 = N) fery (22). Multiplicando por

w(t) e integrando com respeito a tq,ts, ..., , temos

/ / / n(Az1 + (1 = A)zo)dlrdty . .. dty <

/\// / B) fugey(21)dtydlts . dty+ (1— /\// / (o) dtydty . dty,

Isso implica que a fungdo objetivo de (IOP); é uma fungao convexa e o seu
conjunto factivel é o conjunto S, que é um conjunto convexo. Assim, (IOP); é um

problema de programacao intervalar convexo. O

Um problema de programagao quadratica intervalar é um problema da seguinte

forma:

1
minC) e x + ixTme
sujeito a A,z < (ou =,,) B?

x>0, zeR”

n
onde C)f ez = > Cjzj, C € M™, BY € M? e A,, = (Ajj)pxn é uma matriz intervalar
j=1
com A;; = [a;j,Ti;], Qm = (Qij)nxn € uma matriz intervalar simétrica definida positiva
Qualquer elemento nos vetores intervalares C)', BE sao vetores reais de ordem n
e p respectivamente, que podem ser expressos sob a forma paramétrica, digamos c(t) e
b(t). Similarmente qualquer elemento nas matrizes intervalares A, e @,, sdo matrizes
reais de ordem p X n e n X n respectivamente, que também podem ser expressadas
sob a forma paramétrica como A(t) = (a;;(tij))pxn € Q(t) = (¢ij(tij))nxn. O conjunto

factivel para esse problema pode ser calculado como
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b
S = {z e R A(1)(z) < b(1),A(0) < b(0), (An(z) = B)}
S = {zeR™% A1) (z) <b,(An(z) = B), B =[b;,b;],b; € R}

Nos trés casos, S é um conjunto convexo. A matriz intervalar Hessiana da
funcao intervalar C' @ x + %xTme quando calculada de acordo com o capitulo anterior,
resultara em @),,,, que é definida positiva. Assim sendo, a fungao C]' e x + %Z‘Tme
é uma funcao convexa com relacao a =<,. Portanto o problema de programacao
quadratica intervalar ¢ um problema de programacao convexa intervalar. O problema

de otimizacao correspondente com a funcao ponderadora é

(IOP); mln/ / / { )T + ;xTQ(t”)x} dt'dt”

€S

onde c(t') € C™, Q(t") € Qu, dt’ = dtdt,.. d' dt’ = dt;;, i,j = 1,2,.

w : [0,1]7+" — Rt t = (£',t"). Pelo Teorema 1, (IOP); é um problema de
programagcao quadratica convexa. A solugao 6tima desse problema pode ser obtida
resolvendo as condigoes de otimalidade de KKT, e essa solugdao 6tima é uma solucao

eficiente de (IOP) pelo Teorema Denote

/ / / [ )T+ ;x Q(t x| dt dt”

Se S = {x € R"; A(1)z < b(0)} quando consideramos A,,(x) = B, entao a
fungao Lagrangiana é L(z, A\, i) = h(z) + N (A(1)z — b(0)) — pl'z, N € R™, p € R",
A > 0. As condigoes de otimalidade de KKT sao V,L(x, A, ) = 0, AT (A(1)z—b(0)) = 0,

x € S, que sdo equivalentes a
1 1 1 / 1" ’ "
/O /0 /0 w(t) [et) + Q" )a] df' dt” + ATA(1) = u (2.4)
M(AMD)z —0b(0) =0,z =0,A>0,z€ S (2.5)

Se S assume diferentes formas de acordo com a relagao de ordem escolhida,

entao as condigoes de KK'T podem ser determinadas de formas similares.
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3 Busca Direcional para Funcoes com Coe-

ficientes Intervalares

3.1 Caracterizacao da Direcao de Descida

Nesta secao vamos considerar o problema de otimizacao intervalar irrestrita,

dado por

min Fex(x) (3.1)

(I:ER” v
Mais adiante vamos caracterizar direcao de descida utilizando o conceito de cone polar.

Para isto temos a seguinte defini¢ao.

Definicao 3.1.1. Um conjunto K C R™ chama-se cone quando
de K=tde K, Vt e Rt

Pela definicao, se K é um cone nao vazio, necessariamente 0 € K. Informal-
mente, um cone é um conjunto de dire¢coes. Um cone nao vazio é sempre ilimitado,

com excegao do cone trivial {0}.

Definicao 3.1.2. O cone dual (ou cone polar) de um cone K C R™ é definido por
K* ={y e R"|(y,d) <0,vd € K}

No resultado a seguir tem-se a caracterizacao de um cone polar.

Proposic¢ao 3.1.1. Para todo cone ) # K C R"™, o cone dual K* sempre é convezo e
fechado.

Demonstragio. Sejam x,y € K*, isto é, (x,d) <0 e (y,d) <0 para todo d € K. Seja
a € [0,1]. Para qualquer d € K, temos

(ax+ (1 —a)y,d) = alz,d) + (1 —a)(y,d) <0

ou seja, ar + (1 — a)y € K*.
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Seja (2, )neny uma sequéncia em K* tal que z, — x quando n — oo. Tome
d € K. Como z, € K, entao (x,,d) < 0 para todo n. Passando ao limite, temos

(x,d) <0, ou seja, x € K. Portanto K é fechado e convexo.

]

Definicao 3.1.3. Seja Fex : R" — M. Dizemos que d € R™ € uma diregao de descida

para For mo ponto T € R, se existe A > 0 tal que
Fer(T+ Ad) <., (ou <) Fer(T), A € (0, \)
Se considerarmos <, a desigualdade acima € equivalente a
fery(@ + M) < fowy(T), t €10, 1], X € (0, N).

O seguinte resultado nos d& uma caracterizacao de uma direcao de descida
para um problema de otimizagao intervalar. Veremos que sob algumas hipdteses para
fe@t), toda dire¢ao no interior do cone polar do cone gerado pelo gradiente da funcao

intervalar é uma direcao de descida.

Teorema 3.1.1. Sejam Fer : R" — M diferencidvel, T € R" e d € R™ \ {0} tais que
VFqr(T) ®d <, 0. Considere a aplicagio g : [0,1]" — R" dada por g(t) = V fou) (T).

Suponha que g € continua. Entao existe @ > 0 tal que
Fer(T + ad) <, Fer(T), a € (0,a).

Em outras palavras, d é uma diregio de descida para Fex em .

Demonstragdo. Como a aplicacdo g é continua, o conjunto g([0, 1]*¥) C R™ é compacto.
Seja o problema
max(r, d) (3.2)
r € g([0,1]%)

Como (r,d) é continua e (V fo4)(T),d) < 0 para todo ¢t € [0,1]", entdo existe r* €
g([0,1]%) tal que

0> (r*,d) > (r,d), para todo r € g([0, 1]*)
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Para cada t € [0, 1]%, considere a aproximacao de primeira ordem

fe)(T + ad) = feu)(T) + alV fe)(T), d) + 0s()

onde

lim o)
a—0

=0

Tem-se entao que

Je) (@) + a(V fo (T), d) + 01()
O£<Vfc(t) (T), d> + Ot(a)
a(r*,d) + o)

a@ﬂdw+%mv

fc(t) (f + Oéd)
fey(T + ad) — feu)(T)

IA

(07

Tomando « > 0 suficientemente pequeno e § > 0 conveniente de modo que

oy(@)

< 6, para todo t € [0, 1]*
e d < |(r*,d)|, entao
fery(T + ad) — fou)(T) < 0, para todo t € [0,1]
ou seja, existe @ > 0 tal que se a € (0, @),
fery(T + ad) < fow)(T), para todo t € [0,1]%.
Portanto
Fer (T + ad) <, Fer(T), a € (0,@).
O

Seja Fex de acordo com as hipéteses do Teorema e T € R". Considere o
problema (3.1). Seja K o cone gerado por VFer (), ou seja,

K ={y e R"/y = AV f)(T), A > 0,t € [0, 1]*}.

36



Note que se int(K*) # (), entdao T nao é solucao eficiente do problema (3.1), pois se
int(K*) # () entdo existe d € R™\ {0} tal que

<da )‘Vfc(t)(j» <0, A > 0,t¢€ [07 1]k
isto é,
Vchlj L] d ‘<w 0

Portanto, pelo Teorema |3.1.1} d ¢ uma direcao de descida para Fer em T e de
acordo com a Definigao [2.4.1} T nao ¢ solucao eficiente para o problema (3.1).

Exemplo 3.1.1. Seja a fungio F : R*> - M dada por F(x1,z2) = [1,3]z? + [5, 6]z3.

Na forma paramétrica temos

fey (21, 22) = c1(tr)2} + ca(ta)3

onde Cl(tl) = (1—t1)1+3t1 = 1+2t1, Cg(tg) = (1—t2)5+6t2 = 5+t2 (& tl,tQ < [0, 1]

Considere o problema
min[1, 3]x? + [5, 6]3
sujeito a. x1,T9 > 0

Agora considere o ponto T = (1,1). Temos que

fe(L1) = (1+26)(1)% + (5 +t)(1)°
6+ 2t1 + to
> 6

pois ty,ty € [0,1]. Além disso, F(x) = [6,9]. Note que ® = (1, 1) nao € solugio eficiente
do problema, basta considerar x* = (0,0) temos que fe)(x*) =0 e F(z*) = [0,0], logo

fc(t) ($*) < fc(t) (T)



Vamos calcular o gradiente de F' no ponto T. Temos que
V fewy (@1, 22) = (2c1(t1) 21, 202(t2)72)

Portanto

Viwd,1) = (2a(th),2¢(ts))
= (2(142t1),2(5 + t2))
= (24 4t1,10 + 2ty)

ondety, ty € [0,1]. Assim sendo, o gradiente da F' em (1,1) é VF(1,1) = (]2, 6], [10, 12]).

Vamos considerar o cone Kz gerado por VF(1,1).

Kz ={y € R*ly = AV fo(y(1,1), A > 0} (3.3)

Assim sendo, passamos a analisar agora o interior do cone polar KZ. Ora,
K% = {"U € RZKU, )\Vfc(t)(l, 1)> < O}

A dire¢io d = (—1,—1) estd no interior do cone polar Kz,
(d, AV fery(1,1)) = (=1)(2+4t1) + (—1)(10 + 2to)
= —12 -4t — 2t

< 0

Note que d é uma diregio de descida para toda foy em (1,1), pois (d, V f4)(1,1)) <
0, ou seja, para cada t € [0,1)% existe \; > 0 tal que

fey(T+ M) < fe (@), A € (0,\)

Afirmo que d € uma diregio de descida para Fer em T. De fato, considere

A= 2. Temos fuu)(T) = 6 + 2ty +ty e além disso:

T+ = (1,1) + A(~1,-1)
= (1-X\1-2))

fey@+ M) = fap(1—A1-=X)
= (1+26)1 =N+ (B +0)(1 - N
— (6 + 2t1 + tg)(l - >\)2
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Figura 1 — Gradiente e cone polar ao cone gerado pelo gradiente de F' em (1,1)

Para todo A em (0, ), tem-se

(1-X? < 1
(642t +12)(1 —N)? < (642t +15)
fe(@+ M) < fop(T)
~

For(@+ M) <o For(@)
U

Com base nos resultados obtidos até agora, podemos fazer um esbogo de

algoritmo genérico para otimizacao intervalar que usa direcao de descida.

Algoritmo 3.1: Seja F-r de acordo com as hipdteses do Teorema exF eR" k €
N. Seja K o cone gerado por VEgr(2*), ouseja, K = {y € R"/y = AV fou) (2¥), A > 0}.

1) Se int(K*) = (), parar.
2) Sendo, obter d* € int(K*) e t;, > 0 tais que Fpr (2" + t,d*) <., Fer(zF).
3) Faca oft =af + tpdf e k =k + 1.

4) Volte ao passo 1.
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Conclusao

Os modelos de otimizacao intervalar tem sido pesquisados nos ultimos anos,
uma vez que esses modelos representam melhor alguns problemas de otimizacao que

modelam casos reais com a presenca de incertezas sobre os coeficientes tecnolégicos.

Inicialmente foi feito um desenvolvimento teérico em assuntos relacionados a
Analise Intervalar. O conjunto I(R)"™ formado pelas n-uplas onde cada coordenada é
um intervalo fechado e limitado ndo é um espacgo vetorial. No entanto, considera-se
uma extensao desse espaco para que, através de uma bijecdo entre o espago intervalar
M™ = I(R)" U I(R)" com R?*" o espaco dos intervalos generalizado foi munido com
uma estrutura vetorial parcialmente ordenado. Uma vez definida o que é fungdao com
valor intervalar e uma relacao de ordem parcial, foi possivel definir um problema de
otimizagao com variaveis reais assumindo valores nesse ambiente e o que é uma solugao
para esse problema. As fungoes intervalares foram estudadas sob a forma paramétrica
para obter resultados que relacionam a matriz da Hessiana com a convexidade da

funcao.

Uma suficiéncia para a existéncia de solucao eficiente prépria para um problema
de otimizacado intervalar, é verificar a existéncia de solu¢do em um problema de
otimizagao classico na forma paramétrica. O problema de otimizagao convexo intervalar

possui resultados semelhantes ao problema de otimizacao convexo classico.

Ao final do trabalho apresentou-se uma caracterizacao para direcao de descida
para o problema de otimizagao intervalar irrestrito baseado na ideia de cone e, além

disso, um algoritmo genérico baseado em busca direcional.

Com o intuito de progredir na pesquisa, abordando aspectos nao estudados
no presente trabalho ou de melhorar as formulacoes apresentadas, faz-se, em seguida,

algumas sugestoes e consideracoes para trabalhos futuros:

i) Qualificar a escolha do tamanho do passo e da dire¢ao no algoritmo proposto;
ii) Analisar a taxa de convergéncia do algoritmo de busca direcional;

iii) Avaliar o teorema de convergéncia global.
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